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-/(G) denotes the chromatic number of G. G is 3,-critical (*~: vertex-elitical) if the deletion of 
any vertex of G gives a (~(G) -  l)-chromatic glaph. For A c V(G) c(A) denotes the number of 
components after the deletion of the vertices of A. G a is the subgraph of G induced by A. 
x,~(G A) denotes the number of colorings of G,  with at most q colors. 
We will prove the following results: If G is 3,-critical with T (G)= q' + l, then ('{A)-~ s.~lG.x t
for every A ~ V(G). If G .  ir not a complete graph and q is large enough then there exists a 
3,-critical (3 with "y (G)=q+l  which has an articulation set A satisfying G ,~( ;~ and 
c(A) = Sq(GA). 
Soit Gun graphe 3,-critique avec "y(G)=q + Ie t  A un ensembk d'articulation de G qui ie 
coupe en c(A) composantes eonnexes. Nous prouvons ici que c(~.) est lirfit~ par s,~(G ,~, 
hombre dc colorations du sous-grapl',e GA avec q couleurs au plus ~Th~oreme I). 
Soit G o un graphe non-complet quelconque et q un entier arbitraire as,iez grand. Une 
construction est pr6sent0.e produisant un graphe G qul est 3,~critique avee 3'(G)= q + 1 et ,.lui 
admet un ensemble d'articulation A tel que G A ~ G.  et c(A)= .sq(G A) (Thdor~Sme 2). 
1. Introduction 
La terminologie de C. Berge [1] sera utilis~e. Consid6rons un graphe simple 
G = (X, E). Une partition des sommets de G (X~, X= . . . . .  Xr) est dite stable si 
route classe X~ est un ensembl~ stable du graphe G. 
Pour an entier q >0 sq(G) va noter le nombre des partitions tables c'iff6rep~tes 
de G a~ec r<~q. Comme sq(G)~ 1 si et seulement si G est q-colorable, pour le 
nombre chromatique de G on a 
.y(G) = min{q : s,,( G) >0}.  
Un graphe G est dit "y-critique si pour tout sommet z ~X le sous-graphe 
Gx .{:~ (graphe engendr6 par X-{z} dans G) ~ un nombre chromatique 
.y(Gx {z~) < 3,(G). 
Pour tout ensemble A c X, c(A)  va noter le nomber des composantes connexes 
da graphe GX-A. Comme un graphe G T-critique est connexe, A c X est ml 
ensemble d'articulation de G si et seulement si c(A)> I. 
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2. Th6ori~mes 
C. Berge propose l'dtude syst6matique des graphes 3,-criuques [1. p. 327]. II 
donne quelques propridt6s de leurs ensemble~ d'articulation qui seront 
g~n~ralis6es t r~dig6es mainte~ant sous la forme de nos th6or6mes uivants. 
Th6or~me 1. Si G est un graphe "~-critique at~ec y(G) : -q -~ I ~'t A c_ X est un 
ensemble d'articulation de G, alors 
c lA )~: ;q (GA)  
Signalons .;~ consdquence bien connue de ee ,;h6or~me: un graphe y-critique 
n'admet pas une clique darticulation. E~ effet, si GA est complet, s,,(C;A/~ 1 pot~r 
tout entier q. On a d'autre part ~e rd, sultat suivant: 
Th6ori~me 2. Etant donnd un graphe G~ non-com~olet, alors pour tout entier q assez 
grand il a):iste un graphe G avcc les propridtds: 
(i) G est y-critique avec 7(G)=q+ 1, 
~ii) G adme~ un ensemble d'articulation A c X tel ¢~ue G/, soit isomorphe h G,~ et 
c (A)  = ,%tGA). 
3. D6monstrations 
Soicnt ),;~, X~_ . . . . .  X,. les ensembles tie sommets des composantes connexes de 
Gx ,x et consid6rons les sous-graphes G~ = Gx,,JA et H~ = Gx x, pour tout 
l~ i~c .  
Soit ~r I'ensemble des partitions tables de GA contenant q classes au plus. On 
a c= c (A)  et In l= sq(GA), alors c'est c<~l~'l que nous avons h v6rifier. 
Chaque a-coloratio~ de G~ d~:termine une partition ~:table de G,x c G, qui est 
bicn un ,51~ment de 7r; soit P~ c w Fensemble des tclles partitions pour tout 
l~ i~c .  
Comme ~,(G) -- q + 1 et G est T-critique, Hk est q-colorable pour tout 1 ~ k -~- c, 
done d'une part les ensembles Rk = (-'1 ~--,,..., ~ P~ ne sont pas vides, d'autre part 
Rt, (~ R~ = I/) pour to,at 1 ~< k < I <~ c. Alors le hombre des sous-ensembles disjoints 
R~ ~: 7r cst limitd par I'rri: c-<-l~rl. Le Th~5or?2me 1 est done d6montr6,. 
Rcmarquons que c=tw Ies t  atteint si el seulement si [Rkl =1 pour tout 
l~  k ~c.  IRkl = I signifie qu 'h  chaque sous-graphe Gk = Gx~u,x c~3rresponde u,le 
settle partition s:able de GA qui n'est pas extensibl¢" a une q-coloration de Gk. 
('" e:,t la base de la constructio~ qui va produire les graphes d~crits dans te 
Thdor~2mc 2. 
Soit G~= G.~A, F) le graphe donne et soit {R~, R2 . . . . .  R~} l 'ensemble de 
tomes ses partitions tables. Le graphe G = G(X,  E) a construire sera la forme 
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suivante:  
X=(-LJ-Ii Xi ) U A 
o~ l(~s ensembles A et Xi (i = 1 . . . . .  s) sam deux ~ d¢.tlx di!;j~ints: / - test  un 
ensemble d'articulatk~n de (3 et GA ~ Gc~. 
Nous nous proposcns maintenant de d~finir pour tout 
l ekes  les,ous-graphe 3k = G ×" UA 
c'.~rre:~pondant ~ la part it ion stable de Gc~ 
R, = (A~, A~ . . . . ,  A k,~). 
D 'abord  un sous-graphe G~, pr6sentant  la structure ~te Ck ser;~ construit, G k va 
r6sulter de G~, par m~lt ipl ication de sommet.  
Soit X~ U A I 'ensemble de sommets  de G~, o~ X~, est le produit  cart,Ssicn de,~ 
classes de Rk: X~=( , ' t~xA~X k (at, a,. a,~)cX'~ '¢era • . .xA ,~) .  Un sommet  _ . . . ,  
adjacent ~. chaque som3aet dans X~, et aux sommets  t[, c A pour  tout 1 ~ i ~< r~. G~. 
cont ient  en outre les ar~tes de Go. 
La mult ipl ication de sommet  salt d6finie par Fo)61"atk~n sulk'ante: choisilr un 
sommet  arbitraire x ~_ X~:. prendre  quelques copies dc x adjacents entre eux. relier 
les copies ~ x et h toul ra is in de x dans G~,. 
Prenons un ent ier  q quelconque satisfaisant q + I ;~ r~ + ]X~[ pour tout 1 ~ k ~< s. 
Salt ma intenant  pour  tcut 1 ~< k ~< s, .k" k U A l 'ensemble de sommets du graphe Gt~ 
qui r6sulte de G~. par nmlt ipl icat ion de sommet  de sorte que 
q+l=rk+lXk i  (k=l  . . . . . .  s). 
Notre graphe G ainsi construit  satisfait la propri61:6 (ii) puisque pour la 
part it ion stable R, dans laquelle chaque classe cc,ntient un seule 6t6ment on a 
q+ l = ri + lX i l~[A[+ l 
et alors 
s,(G/,  ) = sp~l(G A ) = s = c (A) .  
La propri6t6 (i) sera la consequence da la proposit ion suivante: 
Proposition. Un, t~artitioJ~ stable R~ de GA est extensible it une q-coloration de G,.. 
si et seulement si R~# Rk. 
Pour prouver  la proposit ion on a besoin ct'un lemmc qui peut ~tre v(~rificr salt pz~r 
r6currance, salt util isant le th~or~me de Hall bien connu [2]. 
Lemme. Salt K ,  le graph,; campier it n sommet et supposons qui'i l est associ~  ~ 
chaque sommet de K,, un ensemble des couleurs "'permises'" contenant t~- l 
d_l~ments au mains. Alors it existe une coloration de K,, attribuant a~,x sommet.~ de.'. 
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couleurs permises i et seulement si le hombre des couteurs prOsentes est su~;erieur ou 
dgale b n. 
Prenons q couleurs d i f fere, :es et flxons les couleurs des classes de Rt. Comme 
un sommet x E X~ dispose r~ voisin darts Fensemble A (d'fipr~s la d~fildtion de 
Gk), nous pouvons a%ocier h x un ensemble des eouleurs permises contenam 
q- r , .  : tx~l- I couleurs a~ moins. D" fipr6s le lemme on peul arriver h une 
q..colora~:ian des sommcts  dans Xk- -e t  alors unc  q-coloral ion de G~-.~-si et 
seulem~'nt si I 'union pour tou! x c -X  k des ensembles des eouleurs 15elmises 
cont iem IXk[ couleurs au re:fins. Ce n'est pas le cas si et seulement si rk = rt et les 
classes de Rk cont iennent les classes de R~, d'ofJ Rk = Rt. La proposit ion est done 
prouv6e. 
l,a consdquenee imm6diate de la propositi: ,n que G n'est pas q-colorable,  ear 
une ~f-coloration de G supposerait  une partition stable R~ extensible pour  tout G, 
(i = 1 . . . . .  s). D'autre part uric q-colorat ion de Gx  x~ (assur6e par la propo:,;- 
tion) est extensible ~ une q-colorat ion de Gx  ~ pour tout zEX .  En effet, si 
z E X~ alors on a IX,,[- 1 sommets  h colorier et q -  r~ = IX~[- [ couleurs utiliga- 
bles; e¢ si z ~ Aet  N~, est choisis~6 de sorte que {z} soit uric classe de Rk alors on 
a q - ( r~ - l )=  I,gk] couleurs utilisables pour -gk. 
G est alors 3,-critique avec - / (G)=q + 1 d,'5~c le 'l'h6or~.me 2 est ddmonlr& 
Nemarque.  Ii est facile ~ voire q~Je le graphe O~X. E)  est aussi ar6te-crit ique, t il 
est minimal dans ie :~cns suivan:: si C '= G'(X', ~') cst un graphe avec IX'[<IX[ 
salisfaisant (i) et (ii) 0~ ihdorb~:~e 2 alors c(A' )<c(a) .  
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